--1ng Applicative Functors

Andreas Rossberd: Google
Claudio:RBusso;: VISR
Derek: Dreyer, MPESWS

ML Workshop, Copenhagen 2012/09/13



‘J.J_J.JJ-J-JJ J.JJJ.J‘J,J.J.J.Jf Y999 YN N YYYYYSNN SN Y
JqJJJJJ ) 3 444¢444q4444444444444.414.4. ........
T Y Y Y YNNNYSY
a /JJ fﬂ P22 222220022000 RRRRR
JJJJ JJJJJJJJJJJ,.lll..... ........
) IS Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y vy
IMUJJ44441;1144,41,,,,,,,,
X 4JMﬁ4441,4.... .......
d ) | T YT YT Y T T Y Y Y Y Y YYYY Y Yy
2 , Y J¢44444444444444444. 'y 9NN Y Y YN
Y YYYYYY Y Yy Yy
...‘.‘.’.’.’ : j JJJJJJJJ NN YT Y Y YT Y Y Y Yy
....'.'.a PR RRREREAR RN
! - PR AR RRRRRRRR R AR AR
PR SARRRRR R R R R R R AR R R R
JJJJJJI.:(d.- .......
PAARARRRARARARRA AR AR LD
3 g JJ“JJJJJJJJJ/.J/. TYY Y YT Y Y Y Yy .
2T Y Y Y Y Y YN YYNYY Y
ﬂptﬂdd“ ‘ f YN RSN SN N Y YSYY Y Y Sy S
'.‘.... » JJJJ.J4444.. .........
A AR RRRRRRRERRER .
.“‘. 222222 R R R R R R RREER
AR I RN RN RRAR AR R R
shee 2T Y YT Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yy vy
i TYYYYY Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yy

222 RRRRRRRRRERE
.JJJJJJJJJJJ;,.4,. .......

et RRREREREE
YT YT Y YT Y Y Y Y Y Y Y Y Yy vy
YT YT Y YT Y Y YT Y Y Y Y Y Yy Yy
0B RRRRRRRR R R R
JJJJJ::«:.-...-....
T I T YT T YT YT YT YT Y Y Y Y Y Yy Yy

T Y Y Y YT YT YT Yy YT
ﬂﬂ TYYYYYYNY Y Y

JJJJJJ.J4444.4.. .......
YT YT Y Y YT YT Y Y YY Y Yy Yy vy
JJJJJJJ4/44414;/..,,
PR SRRARARARARRR RS

/

.....

PR AR ARRRRD
TEXYXYIYIYIYYY
TYYYYYYY Y

FYYYYYYYY

.‘,444J44d44.

TYYYYYYY

1T
4.4.4JJJJJJ

.,/,J;;J.JJJJ AR

..¢4444444JJ

Y Y Y Y Y Y Y YYYYS ﬂf
RERRRRRRR RSN A
....J.JJaJJJJJ -

RARRARRRRAS NS EES.

.....“aJAJJJJ

Y YT YT YYYYY Y ™Y

YN Y YYYYYSYS ) |

Y Y Y Y YYYYYYS JJJJ/
YYTYIYY Y

.......
A i

Y YT Y Y YYYYYY 4/././.4

D

,,,,, Y T Y YT Y Y I YYYYYYYS™
YNNI YNYYYYYYYSS

....... Y YTYIYIYYYY Y™

..... ..;.44444444JJ4.
........J,JI.JJJJ,«JJJ
YT Y T T Y Y Y Y Y YYYY Y

..... YT Y Y Y YT Y YYYYYYYYY JJ..
(AR QYRS .....444444JJJJtJ“Jf4

........ YT YTIIIYIIYYYOOYOYOYT Y
,.........,..JttJJJJJJJJJJJ.
YT YT I Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y YYYYYYY

JJ TYYYY

....... I T I T I T T I YT YYYY Y Y Y 'Y . .
......... T Y T T Y Y T T Y Y Y Y Y Y YYYYYS JJJ TLLLYIYLYY
........... Y Y Y T Y Y Y YYYYSYYS JJ,JJ.,JJJJJ
YT Y T YT T Y YT YT YT Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y YN 1Y YYIY1Y1YY
......... Y T T T T T T T YT YT YYYTYYYYYS ) YTIIXIII v Y
........ Y I T I I T T YT YTYYYYYYY Y Y PR R RR AR AR AR RN

......... Y Y Y Y Y 99NN Y YN N9 99NN Y Y YW 9" 9 9" 9 9 9 9 9 9 Y N NS N NNNN N YN N Y



The Functor Schism

x SML: “generative” functors

= return “fresh” abstract types with each application
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= return “fresh” abstract types with each application

x OCaml: “applicative” functors

= return same abstract types with each application

(to the “same’ argument)
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Example: Set

signature SET =
{
type elem
type set
val empty : set
val add : elem — set = set
val member : elem = set = bool
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)

signature ORD =

{

type t
val leg:t = t = bool

}



Example: Set

signature SET =
{

type elem

type set

val empty : set

val add : elem — set = set

val member : elem = set = bool

)

signature ORD =

{

type i
val leg:t = t = bool

}

module Set (Elem : ORD) :> (SET where type elem = Elem.t) =
e



Example: Set, generative

module A = Set Int

A.member 3 (A.add 2 -A.empty)
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Example: Set, generative

module A = Set Int
module B = Set Int

A.member 3 (B.add 2 B.empty)  (*ill-typed, A.set = B.set *)



Example: Set, applicative

module A = Set Int
module B = Set Int

A.member 3 (B.add 2 B.empty)
(-well-typed, A.set = Set(int).set = B.set )



1he story, so far

x | eroy [POPL 1995] = OCami

x Russo [Thesis 1998 7 ENTCS 2003| = Moscow: VI
x Shao [ICEP-1999]

x Dreyer & Crary & Harper [POPL 2003}
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Why applicative functors?

x | [terature: motivated by higher-order tunctors

® Practice: compilation units Importing functors are
higher-order functors in disguise



Example: Map

sighature MAP =

{
type key

type map &

val empty : map «

val add : key =2 o =2 map &« = map
val lookup : key = map & — option &

module Map : (Key : ORD) = MAP with type key = Key.t



Example: Map

sighature MAP =

{
type key
type map &
val empty: map
val add : key =2 o 2 map & = map
val lookup : key = map &« — option &
val - domain=map- o7

module Map : (Key : ORD) = MAP with type key = Key.t



With generative Set, variant

sighature MAP =

{
type key
type map &
module Set - SEl-with itype elem =key
val empty : map &
val add : key = &= map o« = map &
val lookup : key = map « — option &
val domain : map o« = Set.set

}
module Map : (Key : ORD) = MAP with type key = Key.t




With generative Set, variant 2

sighature MAP =
{
type key
type map &
type setl
val empty : map &
val add : key = & = map & = map
val lookup : key = map & — option &
val domain : map o — set

}

module Map : (Key : ORD) = (Set : SET with type elem = Key.t) —
MAP with type key = Key.t with type set = Set.t



With applicative Set

sighature MAP =

{
module Key :ORDB

type map &

val empty: map

val add : Key.t = o0 = map & = map &
val lookup : Key.t = map &« — option &
val domain : map o = Setikey).set

module Map : (Key : ORD) = MAP with type key = Key.t



Why applicative functors?

x WO Independent units can use the same generic
data type without any: need for cooperation

x A third unit-using both is still able to exchange sets
petween them seamlessly (a.k.a. diamond Import)



Observation O
Applicative functors are useful
for modularity.



Example: First-class modules

signature S = {type t; valv:t; valfit =1}

val p1 = pack { type t = int; val v =06; val f = negate } : S
val po = pack {type t = string; val v.= “uh”; valf=id } : S



Example: First-class modules

signature S = {type t; valv:t; valfit =1}
val p1 = pack { type t = int; val v =06; val f = negate } : S
val po = pack {type t = string; val v.= “uh”; valf=id } : S

val p = ref p+
module F {} = unpack !p: S



Example: First-class modules

signature S = {type t; valv:t; valfit =1}

val p1 = pack { type t = int; val v =06; val f = negate } : S
val po = pack {type t = string; val v.= “uh”; valf=id } : S

val p = ref p1
module F{} =unpack!p : S

module M1 = F {}

P i=p2
module M2 = F {}



Example: First-class modules

signature S = {type t; valv:t; valfit =1}

val p1 = pack { type t = int; val v =06; val f = negate } : S
val po = pack {type t = string; val v.= “uh”; valf=id } : S

val p = ref p1
module F {} =unpack !p: S

module M1 = F {}

P = P2
module M2 = F {}
Mif Ma.v (* oops, ka-boom! *)



Observation |
Applicativity can pbreak type
safety (with 1st-class modules).



Example: Abstract names

sighature NAME =
{

type name
val new : () = name
val eq : name = name — bool

}

module Name {} > NAME =
{

type name = int

val count = ref O

val new () = ++count ; lcount
val eg = Int.eg



Example: Abstract names

module A = Name {}
module B = Name {}

val a = A.new ()
val b = B.new {)



Example: Abstract names

module A = Name {}
module B = Name {}

val a = A.new ()
val b = B.new {)

a=2>p



Example: Abstract names

module A = Name {}
module B = Name {}

val a = A.new ()
val b = B.new {)

a =b (- 00ps;truets)



Observation 2

Applicativity can break
abstraction safety (of impure
functors).



Example: Set ordering

module A = Set {type t = int; val leg = Int.leq}
module B = Set {type t = int; val leq = Int.geq}



Example: Set ordering

module A = Set {type t = int; val leg = Int.leq}
module B = Set {type t = int; val leq = Int.geq}

val si = A.add 2 A.empty
val so = B.add 3 s



Example: Set ordering

module A = Set {type t = int; val leg = Int.leq}
module B = Set {type t = int; val leq = Int.geq}

val si = A.add 2 A.empty
val so = B.add 3 s

A.membper2:Sy



Example: Set ordering

module A = Set {type t = int; val leg = Int.leq}
module B = Set {type t = int; val leq = Int.geq}

val si = A.add 2 A.empty
val so = B.add 3 s

A member2 Sy ioops; falsel?)



Observation 3
Applicativity can break
abstraction safety (of pure
functors).



Example: Set ordering,
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Example: Set ordering,
in Ocaml

module A = Set {type t = int; val leg = Int.leq}
module B = Set {type t = int; val leq = Int.geqg}

val si = A.add 2 A.empty

val s; = B.add 3 S
(* type error, A.set # B.set, because Set({...}).set not a path *)



RRRRRR S AR RRRRRRRRRRRRRRRE

; . , T Y Y YT Y Y Y Y Y YYY Yy Yy Yy
JJJJJJJJJJJ J . A JJJJ JJ JJ r oo R R R R ERERRE
YN PR RRRRRRRRRRREREERRRERE R
e T YT YT Y Y YT Y Yy Y Y Y Y Yy Yy Yy "
1 : .4JJ.4444444;11/4144,,;,/.
. ) TY Y YT YT Y Y Y Y Y Y Y Yy Y . \

RRR R R e e h e e shessnsnisainiiasnanihhRARARRAN

Af T Y Y YT Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yy vy
AR RRRRR R AR R R RRE
AR RRRR AR RERN
000022200200 RRRRRE
T YT Y Y YTy Y I YTy Yy
Y YT Y YT Y Y YT Y Y YT Y Y Yy .
2 202002 RRRR R R AR R R
Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yy
: PR RRARRR AR AR AR AR RN
+YINY T Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yy Yy

, . J .
| . ~ . ! Y T Y Y YT Y Y Y Y Y Yy Yy Y
.'....r * . jJJJ 2o bR R R RRERERE

... .. : JJ.JJJIJJJ/JJJJJall..«....-.. ...........
, ) JJJ..J,JJJJ/;;/IJ.J//,/.

T Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yy v vy
vu r a2 22 ERRRERR

TYT Y Y Y Y Y Y Yy Yy vy vy vy .
Y YT Y Y Y YY Y Y Y Y Yy oy .

PR AR RRRRRRR R R R R
JJJ.JJJ/d::..«.....
. JJJalaaa..,‘....,.
T I T YT YT Y Y Y Y Y Yy Yy Yy vy
,./ SRR RRRRRRRRRE

.y ooy
- oy
soe e e
oo
sLe e
seecesese
seesece
soecetece
soesece
soesetece
seelnsese

+*

.
.

.
-

A
.

.
-

.
.

i

~

4

4

4

=

s

e
e
e
oy
...

.

o
oo
oo
e
...
:.. |

JJJJJ.Ja;;....

Y YT YY Y Y Y Y YY1 Yy Y )y

.

.t
.

.

L J
.

L J
-
..
..

2R YYYY9YYY Y Y Yy v
LA L L L AN JJJJJ« Y Y NYNYNYYNY Y
A A A

T Y YT T YT YT Y Y Yy Yy Yy

.
b

..
e
e
e
e
.
e

|

i

i

el
-
-
-
o

"

oy
..00.
elelel
o_o_
s_o_"
eoe el

-
',
-l..
v,
>
”
>

-
-
.
.
.

)
Y Y YYYYYS JJJJJ
.44&,4JJJ
;.;a;d,aJJJJJJV

L J
sote
b
.
U:l

. "
"

.
. "
o
.

-
'd.
.

%
P
%
P
e
P

L ]
s
..0
I
vee

...
.

.
.

.
.

»_
e
.y
vy

TS
seseeenn

.
ot
o:o
e

*evs
e
Q,d'

.
.
.
*
.
.
.

.
.
.
.
-

, ,,444444444 . ,. 00

.‘., 44‘44444JJJJJJJ‘ ..‘..."'....

vy RARRRRR R RN RN WAAAAS

' N YT YYYYHYYYYS p | |
1 " Y T Y I YT T I YT YYYYYY Y™ w

'Y Y Y YYN Y TYTYTYTYYYYYN
..... ..4444444JJJJ‘.. LA

....... v v 'y ../.4/4444444444¢ .
Y YT Y YYY Y S
t ..... ..:,,,JJJ/H.JJ/ e
....... ...‘.4..«444J444f
...... ,...aaazJJ,.JJJJJ
Y Y T T Y Y YT YT YT Y YYYYYYYY

....... FYTYTYITYTYYY Y J
...... YT I IYYYOOOYOYTYTY
VY YT Y Y Y Y Y Y Y RRRRakannens '
' Y 'Y Y YYNYYHYYH
....... ..,‘4,‘4444JJ44JJJJ e
....... YT T ITYITYTYCYOCYTYTYTY
YYNNYYHS JJJJJJJJJJJJJJJ
Y Y Y Y Y Y Y Y Y YYYYYYYYS
....... T YT YT Y YT YYYYY YN ) |
....... FYTYT I IYYYTOOOYOTYTTYTTMY
......... Y YYYYYS JJJJJJJJJJJJJJ . . . . . N
Y Y Y T Y YT Y Y YYYY Y Yy
........ ...,.444‘44¢4JJJJJJ NYY ) » JJJJJJJJJ
.......... YT YYYYYSY b | ) B
PR YYYYYYSY Y NY Y YNNNS 44,4J,4AJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ JJ JJJJJJ JJJJJJJJJJJJJJJ,; Y
T Y T T T T T T T I O T T YT YT YT YT YYYYYYYYY Yy EELLEYLLYIII LYY
T YT YN YN Y YT YN Y Y NS YT YT T YT YT YTYTYYY Y Y > | JJ ) 1 9 ' JJJJJJJJJJJJttcaa.
....... Y Y Y Y Y Y Y Y YYYYYYYYYYYYYYS PRARRRARRRRRRRRRRRA
......... Yy Yy Y Y Y Y Y Y S S S S YN YN N N N NN YYYY Y Y'Y Y9N Y Y99 Y Y Y9 9 9 9 NN NSNS Y Y Y Y



Set ordering in Ocaml, take 2

module F (X: {}) =

{
type t = int
val leq = if iskullVioon () then Int.leg else Int.geg
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module Unit = {}
module A = Set (I Unit)
module B = Set (F Unit)
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module F (X : {}) =  (*returns one of the previous moadules! *)

{
type t = int
val leq = if isk-ulliVioon () then Int.leg else Int.geg

}

module Unit = {}
module A = Set (- Unit)
module B = Set (F Unit)

val s1 = A.add 2 A.empty
val s; = B.add 3 s1

A.member 2 Sy



Set ordering in Ocaml, take 2

module F (X : {}) =  (*returns one of the previous moadules! *)

{
type t = int
val leq = if isk-ulliVioon () then Int.leg else Int.geg

}

module Unit = {}
module A = Set (- Unit)
module B = Set (F Unit)

val s1 = A.add 2 A.empty
val s; = B.add 3 s1

A.member 2 s (*oops, false! A.set = Set(F Unit).set = B.set *)



Observation 4

impure applications In patns
breaks abstraction safety
(even of pure functors).



Type Equivalence in Ocaml

module A = Set {type t = Int; val leg = Int.leq}
module B = Set {type t = int; val leg = Int.leqg}

val s1 = A.add 2 A.empty
val so = B.add 3 s1

AIMeEmber2:5s
(* type enor, A.set # B.set, because Set({...}).set not a path %)



Type Equivalence in Ocaml (2)

module IntOrd = {type t = int; val leg = Int.leq]
module IntOrd’ = IntOrd

module A = Set IntOrd

module B = Set IntOrd’

val s1 = A.add 2 A.empty
val s = B.add 3 s1

AINeEmber2:s2
(* type ernror, A.set = Set(IntOrd).set # Set(intOrd’).set = B.set )



Observation 5
Syntactic path eguivalence Is
overly restrictive.
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Overcoming the Schism

x Support both applicative and generative functors
x A functor is applicative if-ana-only ifitis pure

= type system tracks: purity

® [WO modules are equivalent it and only If they define
equivalent types and-values

= type system tracks value identity
(while avoiding dependent types)
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x Only one form of functor expression, deemed pure iff:
x [t does not unpack a first-class module
x [t does not apply an impure functor

x all value bindings are “non-expansive” (value restriction)



Purity

x Only one form of functor expression, deemed pure iff:
x [t does not unpack a first-class module
x [t does not apply an impure functor

x all value bindings are “non-expansive” (value restriction)
® [WO forms of functor type

x impure: (X:Sq) = So

x pure: (X:S1) = So
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Abstract Values

® Every value binding is identified by an albstract value
x Mere renamings retain identity (e.g., val x = A.y)
x Other bindings define fresh abstract value
x Specifications (i signatures) declare abstract values

x Formally, albstract values are phantom type variables,
guantified and matched in same manner as abstract types

x Refinement of SMLY0’s structure sharing



Module syntax

Modules M

Bindings B

X

(B}

M. X

fun X:S =M
X X

X:>5

val X=F
type X=1
module X =M
sighature X=5
include M
B:B

€

Signatures S

Declarations D

X

(D}

M .X

(X:S5)— S
(XoS)=S

S where type X=T

val X:T

type X=1
type X: K
module X:S
signature X=9
include S

D:D

€
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--INg Elaboration, recap

Signatures =5~ Jails — ' da.X Q)

Modules EEM::da ~e L e e Ve



Semantic Signatures, recap

Y _7'] (’[erm)
= TR (type)
{153} (structure)
Yo D31 — dovg 209 (functor)



Example: Set Signature

Set : (Elem : ORD) = (SET where type elem = Elem.t)

YA
ti=ra s 0k
leq o — @ — bool]
}—
H59
elem : |= o : Qf,
set 1 |= 5 : Q]
empty : {3},
add : [a — 8 — 3],

member : oo — 5 — bool]



" T i A A A AN A AL A

Y YYYYYYYYYYNYS Y NY 99NN Y 999NN Y Y Y Y

T IYTIYYIIYY Y)Y uJJJJJJJJJ¢44444444J444J... .,..., v' s v ' NN NS LR R "

_.JJJJJJJJJJJ JJJJJJ444444444444,,.,,..,,

JJJJ.JJ ) » UJ T T YT YT YT YT T T YT Y Y Y Y T Y Y Y Y Y Y Y Y Yy
Y'Yy N JLUWJJJJJJJJJJJ,J,.,,.,.,..,,..... ............. A

J.J.J.JJJ444441;41444,.¢,;,,/

41441414444.4 ...... .

JJJJJJ444444¢.4. .......
PASRRRRRRRRRRRRRRRAL )

YN NYYYNY Y)Y

Y9N T Y YT NN YN Y Y Y Y Y Y Y S
~44—44..4..4.. .....
NN YT YT YT Y Y Y Y YYYSY Y Y
YT YT Y Y Y Y Y YY YT Y Y Yy
EJ«J;...‘. .......
PSR RRRRARRRARARL Y Y

JJJJJJJJ/“,,_,,
YT Y Y Y Y Y YY Y Y Y Y
TI T I I I T T 1YYy
JJI/J.;aa‘..,.........
T Y YT Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yy
PR RRRRR AR R AR AR R .
! JJJJJdddaa. .......
TYY Y Y YT YT Y Y YT YT Y Y Y Yy Yy y vy

JJJJJJ,.4.44.....,.

T YT Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yy Yy Yy
PR RRRRRRRRRRRRR R R R
444414144. ..... : .

JJJ444444. ......
YYY Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yy .
JJ T Y YT Y Y Y Y Y Yy Yy Yy

JJJ:“JJJJJ,_,,,,....
TN Y Y Y Y YYY Y Y Yy
PR RRRRRRRRRRERRE
) JJJ444.4...... . .
TIYYTY Y Y Y Yy 0y
TY I Y YT YT Y Y Y Y Y Yy Yy Yy Yy
Aﬂ Y Y Y YYYYYYYYyYy Yy
Y YN YT Y YT Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yy

T YT YT Y Y Y YTy vy vy vy
T I I T YT Y Y Y Y Yy Yy Yy
JJJJJ;;;;«.zJ,,,,,

JJJJ«JJz..;...
J44444¢¢4, ......
T T T T T T Y Y Y Y Yy Yy
PR RAREEEN
PSRN RRRRRR RN
OO LYY 1Y
FYYYYYYY Y Yy Y
TYYYYYYY YTy
JJdddttn....
TITYIYI YNy Y Y
TIITITNYYIYY
ALEXLYYIYI LY

y
\

..44444JJ.J.
.,.,.‘,,4444ddq44 JJJ Y
IYYITYYY Y'Y JJJJJ
LI
4.;:4141/JJJ
41111144444JJ
Y Y T YT YT YTY Y Y Y Y
....actlJJJJd
YT YT YYYYYYIYYNY

2 -
YT YYYYY Y™ '
...,..,,,JJIr_J,. 3

Al
T T I I I IYIYTYYYY 1Y)
...... TYNNN S
Y Y Y Y YTYYYYYYS 112

Y ,
.......«44441/444#
...... T YYYN ™y
ARAAARARARR RS ,ﬂ?
'Y YT YYYYYY 3
AR VU
. ) |

1T YTYYYYY Y)Y
..‘,44444J444JJJ

Y YN YT INYIYYYYS
,11/11444JJJJJJJJ N ......
...... YT IIYIYOYYYYY =
...... I IITIYIIYYYYYY )
ARRRRR AR R R0 000 A
....... Y Y Y YYYYSYY JJJJJJdeJ.f
....... YT YTYIYYY YN ‘
Y Y Y Y Y Y Y'Y YYNNYNS JJJJJJJJJJJJ X : : F'YY YY) ]
BERRRRRRRRRRRRRR AR R R R RRS .
YT Y Y YYYYY Y T Y YNYNYNS 444444JJJJJJJJJJJ ) )
...... 'Y NYYYYYS -y r »
RARRR R RRRRhhbohhonnsnsnns WAL L LLLY N0,
ARRRRRRY ARRARRR RN RS AR RS0 . 200 XXX XNN JJJ,J,JLJL,,,
) A A L L L ) h . P K o o / / . 3
Y Y Y Y YN YNNNYNS 4.4.4..4 4J;4 M.JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ JJ » JJJJJJJ JJJJJ/JJJJJJ414 )
B . . . B | e e e T B O N1
ARARR AR A & .;.J.4.444444444441414J444JJJJJ JJ . JfJJ JJ JJJJJAJfJ TYIYITYIYYYSNNNY
....... YT ! » i : ALLLLEL LR LY
T Y Y YYYYYYYYYYYYYS T Y Y Y Y Y Y Y Y Y YYYYYYY Y Y S

........ Y Y Y Y Y Y Y SN NS N Y Y Y Y Y N Y Y Y Y Y Y Y Y Y YY" Y Y Y Y Y9 Y Y99 9 Y NN N N Y Y Y N Yy



Semantic Signatures, revised

It r (path)

e e (term)
=Tk (type)
{125} (structure)
Vo 2g — J0i5. 205 (functor)




Semantic Signatures, revised

It r (path)
e (term)
= TR (type)
{125} (structure)
Vo 2g — J0i5. 205 (functor)

Impure functor: V&g .20y —1 Jddio . 209

Pure functor: dvo . Va1 .221 —p 209



IRRRRRRE RN} R R PR R R AR AR R R AR AR R R R AR R R AR R RN .

» JJJJJ JJJ 3 . ! . pRRRRRN JJJJJJJJJJJJ, 1R RRRRRRRARN
T Y Y Y Y Y Y Y Y YYYYYYSY
444 A\ JJJJ/:f T I YT T YT YT YT YT Y T Y T T Y Y Y Y Y Y Yy
T RRRRRRRARARRRRRRRARRRRRRRE ,
] Y R AR AR AR RRR R R AR R
;. TN YT YT Y YT Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yy
JJJJ JJJ JJJJJJJJJ4441444444 44. Y Y Y Y Y Y YY Yy
\ ) Y Y Y YN Y YYYNYNY S
L RSN N RN R R R AR R R R AR AR R R
T I I I T N T N YT T T Y Y YYYYy

RARRRRRRRRRRRRRARRRRE
FRARARARAAN N Y Y Y Y Y YRS S
222 RRRRRRRERRE

JJJlt.Jd.ttr......
PR RRR R R A RARAL

TYY Y Y Y Y Y YT Y Y Y Y Y Yy Yy vy
JJJJ.JJJJ«,‘,,,.,.,.
..JJ TN YT YN Y Y Y Y Y Y YT YY Y Y Y Y Yy
E AR RRRRLREEARAREREREER
PR RRRRRRRRRRRRRRRRN

JJ.JJ/JIJJ/,“,J,,,

T YT YT YY1 Yy vy
Y Y YT Y Y Y Yy Yy Yy vy vy ' % Y
p 222222 RR R R R R ERRE
p oA R R R R R R R
2R R AR AR R R AR R R
JJJJJJJJ/.JJ. .........
PR SRARRARRRRERRE R R
Y NN YT Y YT Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yy

4414114.,..........
JJ,JJJIJa/azll,.;,,..
PR SRR RR R AR R R RD
J:dela:.«.......

TY Y Y Y Y Y YT Y Y Y Y Y Yy vy
. T Y T YYYYYyy vy o

FYY Y Y YYY Y Y Y Yy Yy vy
TYY Y Y YYY Y YY1y
Y4999 Y Y Y Y Y Yy v
44444‘.4...,..
T I T YT YT Y Y Y Yy Yy
YY Y I Y YYYY Y Y

YT YTYIYIYTYYYY™
....44444J,J

)
....... TYYYYYY
..... TYTITYIYYYY
YN YYYY Ny vy N
T Y Y YT Y Y Y YIS
T YYYYYYY Yy

JJJJJJJJJ.JJ
J/AJJJ.JJ f
YT YTYITYYY Y™
Y I YYYYYYYYY
Y'Y JJJJJJJJJJJJJ JJu .
YT YTYYY YO

.....,4‘4,,44044;.4 AL

YT YT YT I YT YYYYYYY Y »
RARRER RN RN
.......... ...-acldJJJJJJJ
YT T T T Y T T T YT Y Y Y Y YYYYYYYYS
........ 1T YT YT YT YITYTYYYY Y Y )
........ ......44.4444JJJ
Y Y Y Y Y Y Y'Y Y BERD . ,444J4J444444444¢4¢4444 . A ] ' & . \
' Y Y Y Y Y Y YYNYYYSY
YN YNYNYNY N ..‘.‘44‘4J‘JJJJJJJﬂj,. 1) ) R ) J JJJJJJJ
......... T I I I I I I YTOYY YT ! JJJJJJJJJJJ...
............. ...-JJJJJJJJ.VJJJJ JJJJJJJI
YT T T T Y T T T T YT T YT YT YT YT Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y YYS 1Y YYYIYY1YY
............. T T T YT YT YYYTYYYY™ ) JJ YT 1T 119099y
......... ....‘.4..444444JJJJJ J )| Y TYTYITYTYTYNNYYY

........... R bbb EEEEE EEEEEEEEEY



Functor Signatures

=S~ da.)

s Sl sl 3@1.21 F,al,Xlzl = SQ B 3@2.22
' = (XSl) —>SQ e V@l. 21 eeu 3@2.22
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=S~ da.)

s Sl sl 3@1.21 F,al,X:El = SQ B 3@2.22
' = (XSl) —>SQ e V@l. 21 Tey 3@2.22

I' = Sl S35 3@1.21 F,al,X:Zl i3 SQ S 3@2.22
'+ (XSl) =S5 ~> HE’Q.Val. il — 22[0/2 51/052]




Example: Set Signature

Set : (Elem : ORD) = (SET where type elem = Elem.t)

369_)@. VO&{
to=a 0
leq @ | — - — bool]
}—
{
elem :|= o : Q]
set 1 |= Ha: 9l
empty : [ al,
add : | — Ba — Bal,

member : |a — Ba — bool]
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Set : (Elem : ORD) = (SET where type elem = Elem.t)
383 B 8o P Moraii

t=a 0
leq : |= a1 a— a — bool
}—
!
elem: |=a: Q)

set = Haaq Ol

empty : |= B Baagl,

add: = :a— Paa; — Baaq],
member : |= 5 : @ — Baa; — bool]



,..,“_, ‘
) | 1TYYYY y SRR EEREEREEREEREERE
JJJJJJ%J ™YY J.,/. ,,.,, Y Y Y Y Y Y Y Y Yy v

T Y Y Y YT Y Y Y Y Y Y Y Y Yy
JJJJJJJ TN Y YT YT Y Y Y Y Y Y Y Y YT Y Y Y Y Y Y Y Y

B e . M A A A A A A A
) 444 44444¢JJ¢JH“JJJJJ4
LLL) TELY)

YYD PRBRRRRARAREERERER R R EEEER
) FTYYIYIYYYYYY Y Y Y Y YYY S -
| 22202 RRRRRRRRRRRRRR R R R
JJJ JJ JJJdJJzzzta..t. ..... | \

T YT YT Y Y YT YIYYY Y Yy
O RN RN RR R R

T I I T T T T YT YT YTYYYY T
» Y YT YT Y Y Y Y YT Y Y Y Y Yy

PARRBRRRRRRRRRRRARRREE
Y YT Y YT Y Y YT Y Y YT Y Y Yy .
e 2220202 RRR R R R R R R ERE R
J T Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yy
: PR RRARRR AR AR AR AR RN
+YINY T Y Y YT Y Y Y Y Y Y Yy Yy Y

3 :
JJJJ A 2R AR R R R ERERRED
0 4 3 NN NN YN Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yy

T YT YT YT Y Y YY1 Ty
JJ/.JJ/;-;-..-. ......
Y Y YT YT Y Y Y Y Y Yy Yy Yy

JJJJJJ444.‘. Y
? JJJJJJ/.J.... ........
7 T I I T YT Y YT YT Y Y Y Yy Yy
.'. vd r a2 22 ERRRERR .
A AﬂJJJJJJJ.,,.. ......
LA I PR R R R R R R R R ’
'..... JJJJJJaillzzzd,,,,
A ir Al A A R A A A A A A A A A A A A A R A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A ) uq PSR RRRRRRR RN
A R Y ) PR RARARNARARARARAARN
BEPRRRRN NN IR PRI IRl AR R AR LSRR RRRRRRRRARE
2990 , TY Y Y Y Y YYYYyYyy vy
LAA AL . YRS ASN NN Y Y YIS Y Y Yy vy

.
»
.
.
-
.
.
.

S0t e Y9999 YY LYY YT Y Yy
......‘..... JJJJJJJJJlJcadztl ;.. T Y YN
.’"........' JJJJ444444.4 AAA L LYY
290909 TYYYYYYYYYyYy

AL AALAS VYIS Y Y Y Y Y Yy Yy

'.'... TYI T I T T I 111 Yy vy

"t e FY Y YT Yy Yy Yy vy
.‘..... JJJ44414//444,4,,
A YYYY9YYY Y Y Yy v

........ JJ TN YT Y Y Y Y Y Y YNY Y

SRR RRRRRRRRAN

&
b
..
.'.
-
.
L ]

‘.
.-.
..
P
P

.
e
e
oee

e

.“ Y .
mw 7 O o o o ) AR RRN
»

(22 2 2222222222222 22 R 2R R R R R R R R R R R R 2R 2222 222222222222 2 )
4 .m PRttt ettt s s s st
» ]
,u;mw
Q |

)
YT ITYYYY Y

1YY Y

YN NN 44,4JJJJJJJJ JJ
Y YYYYYYY Y™

Y YT YTYTYYYYYN
YT YTYYNYNYYYY

Y Y YIIYYYYY

YT YYYYY Y™

YT T T T YT YYYYYY Y Y

.
.
.
.

ee
oo
oo
e

weese

e

P

‘..
-
-

. "
"

.
. "
o
.

-
'U'
.

s
.
.
.
.
S
.y

v
/
y
4
4
4
o’
o~
~
e
o
.
-
v
.
-

.
-
.
-
-
el

.
oo
..:
-

...
.

.
.

.
.

»_
e
.y
.o

...... TYNYNYNYNYS
.

.........

M

o
s
b
b

-
.
-
-
-
-

.
ot
o:o
oy
%
e

oy

e
.
-
.
.
LD
.
.o
.y

YT YTYTYYYYYN
,.44444JJJJ‘.. ..

. Rehbthansnsas
) | ' Y Y Y S
'Y Y YN ..‘-'-44411JJJJJJJﬂ/ J
Y)Y _..‘.,;«JJJJJJJJOf
Y YYYYYY YN Y F Y Y YTYYIYYYYYYS
Y ,4;/14414a4.4444
) SRR ERERE T YT YTYTYYYYYSN Y

REARERRRRRR R AR R AR
....... RARRRRRRRARAA S

\ T T T T YT I YT YTYTYTYYY Y YY
....... ..,‘4,‘4444Jﬁaﬁb4..

,.,,....,444444444444
........ .....4444444JJ4JJJJ/

.......... YT Y Y Y YYYYYS Y . 11
PR NYYYY YN YN S TSNS JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJﬂ JJ JJJJJJ JJJJJJJJJJJJJJ Y
Y Y Y Y T Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y YN Yy RRRRRRRARRRRRR

TN YT YN YNYN YN YYYY S YT YT T YT YT YTYTYYY Y Y > | JJ ) ) JJJJJJJJJJJJttcaa.

....... T I T T T T YT YT YT YT ITYYYYYYY Y Y N s N JJJJJJJJJJaaa;;....
......... Yy Yy Y Y Y Y Y Y S S S S YN YN N N N NN YYYY Y Y'Y Y9N Y Y99 Y Y Y9 9 9 9 NN NSNS Y Y Y Y



FUNCtor EXPressions

PEM: 3a% e

F"SWHalzl F,al,X:le—M:I 3&2.22«/»6
UC'Efun XS = M s Vi di1 — 0o 2io ~ A1 AX 21 .€




FUNCtor EXPressions

PEM: 3a% e

F"SWHalzl F,al,X:le—M:I 3&2.22«/»6
UC'Efun XS = M s Vi di1 — 0o 2io ~ A1 AX 21 .€

F"SW36121 F,al,X:XhI—M:p 3@2.22«/»6
P fun X:3S= M p Jao Vo .21 — Do ~> (127
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I'=D ~ =

'K~ Kk,
' type XK ~ da {X =0 :kal}

R88 eeld AT AR 0 s
e type X=T ~~{X :|=7:kl|}

PET QT
FPEval XoT ~ Ja{ X |=a:Ql}




Elaborating Specifications

I'=D ~ =

'K~ Kk,
' type XK ~ da {X =0 :kal}

R88 eeld AT AR 0 s
e type X=T ~~{X :|=7:kl|}

PET QT
FPEval XoT ~ Ja{ X |=a:Ql}

PP l=n:1]~~¢€
FEval X=P ~~ {X :|=n:7]}
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I'=type X=T 1  { X i|l=7:Rl} ~1X = |7:K]}
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I Eval X=F s 3o X =a 7}~ pack ({ } X = le| D)
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opague & transparent value specifications

val x . t vsivalxi=Ay

opague & transparent module specifications
module X : S VvSs. module X =AY

value & module refinements
S where valxXy =7z 0r

singleton signatures
like XY

S:where module XY =/



4J4.4444444-. .......
YT Y YT Y Y Y Y Y Y Y Y YYYTYYYY Y Y

T Y Y YT YT YT YT Y Y Y Y Y Y Yy Yy vy vy
2R RARR R R AR R RN

......

T YT T YT YT Y Y Y Y Y Y Y Y Yy

TY YT YT Y I Y T Y Y Y Y Y Y Y Y Yy

) | JJJ JJJ 444444.414J ........
T Y Y Y Y Y Y YN N
o

TN NI Y YT YT Y Y Y Y Y Y Y Y Yy

T I I I I Y I I I Y I YT YTYTYTYYNOYTY

AT Y Y Y YTy Y Y Y YY Y Y Yy Yy vy

fJJJJJlezJa;aaa,.,,
TY YT I Y Yy Y Y YYYYYTY

T YT Y Y YT Y Y Y YT YYYY Y Yy

fJJJJJJJJ,... .....

TIYXT YT N Y Y Y Y YYY WYY

Jf. ﬁa YT YYYY Y Y Y Yy Y

JAAJJJJJ.,.....
JJJJJ;......

-
™

TYYYYYYYYY Y
p R AR RRD

TY Y Y Y Y Y Y Yy Yy
TYYYYYYY Y Y
TYYTYYYYNYY Y

J«%JJJ:JJ...
YYYYSYYY Y Y
THYYYYYYYY Y

.
o
M

v
:

"2

TYYY Y Y Y
X .JJJJJ444¢..
e YYYYY

Y Y Y YYYYYYS
Y Y Y Y YN YYYYYSY

YT Y T I Y YIYIYYYYYYY f
..... -..ciJlJJJJJdJ/
RARRRRRARRR R RS S
-‘u¢‘4144JJJJJJJ J
T T YTIYTIYIYIYIYYNYYY

..... YA YYYYYNYSYS JJJJJJJJJJJJJ
4¢,;;4144414111JJJJ.J.J.J

.,,,,‘4..4.1.44.4.444‘44444JJJJJ. ) .‘.

........ T YT T YT YT YTYYYYYYYY

...... .....;,.444¢J44J444444Jh4 ) y ] .Aﬂhﬂ TLLLLLY
..A..;...; ...... -..:.aJJIJJJJJJJ.J J JJ,JJJJ



‘J.J_J.JJ-J-JJ J.JJJ.J‘J,J.J.J.Jf Y999 YN N YYYYYSNN SN Y
JqJJJJJ ) 3 444¢444q4444444444444.414.4. ........
T Y Y Y YNNNYSY
a /JJ fﬂ P22 222220022000 RRRRR
JJJJ JJJJJJJJJJJ,.lll..... ........
) IS Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y vy
IMUJJ44441;1144,41,,,,,,,,
X 4JMﬁ4441,4.... .......
d ) | T YT YT Y T T Y Y Y Y Y YYYY Y Yy
2 , Y J¢44444444444444444. 'y 9NN Y Y YN
Y YYYYYY Y Yy Yy
...‘.‘.’.’.’ : j JJJJJJJJ NN YT Y Y YT Y Y Y Yy
....'.'.a PR RRREREAR RN
! - PR AR RRRRRRRR R AR AR
PR SARRRRR R R R R R R AR R R R
JJJJJJI.:(d.- .......
PAARARRRARARARRA AR AR LD
3 g JJ“JJJJJJJJJ/.J/. TYY Y YT Y Y Y Yy .
2T Y Y Y Y Y YN YYNYY Y
ﬂptﬂdd“ ‘ f YN RSN SN N Y YSYY Y Y Sy S
'.‘.... » JJJJ.J4444.. .........
A AR RRRRRRRERRER .
.“‘. 222222 R R R R R R RREER
AR I RN RN RRAR AR R R
shee 2T Y YT Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yy vy
i TYYYYY Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yy

222 RRRRRRRRRERE
.JJJJJJJJJJJ;,.4,. .......

et RRREREREE
YT YT Y YT Y Y Y Y Y Y Y Y Yy vy
YT YT Y YT Y Y YT Y Y Y Y Y Yy Yy
0B RRRRRRRR R R R
JJJJJ::«:.-...-....
T I T YT T YT YT YT YT Y Y Y Y Y Yy Yy

T Y Y Y Y Y Yy Yy Yy
JJJJ YTYYYYYY YN Y Y

/

.....

TIYTYTYYY Yy
TYXYYYYYY Y)Y
TYYYYYYIY Y

..,...4144JJJJW
. T Y Y T I Y I IYNYYY Y )
, T T T YT YTYITYITYTYTYY Y YY
,/,‘,,44444444444,~JJ
REREREREREREREERE B RS ™

RARRAAARRRRRAN S JJJﬁ

..... ET Y T I I YT I Y Y™ JJJ
.,,,,4,441111444J444J.JJJ
...... YT YT YT YTYYYYYYYS Y17

........ YR NYYY Y FYYIIY Y)Y : - TXYX)Y)Y)
,_........,..,.-,444J443¢JJ, ) umhfu- AL
ARRRRRRRRRE S ////ﬂ////// H. JJ ) 2000 J/ TEXLYIYY
Yy Y Shhbee ) . YY)y

......... T Y T T Y Y T T Y Y Y Y Y Y YYYYYS JJJ ALLLLYLYY
........... YT O Y Y Y Y YYYS JJ,JJ.,JJJJJ
Y YT T T T T T T T YT T YT YT Y YT Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y YN 1) YYYYYY1YY
......... Y T T T T T T T YT YT YYYTYYYYYS ) YT T 219999y
........ Y Y Y Y T Y Y Y Y YYYYHYYYYYS PR RRARRRARRARARAN

......... Y Y Y Y Y 99NN Y YN N9 99NN Y Y YW 9" 9 9" 9 9 9 9 9 9 Y N NS N NNNN N YN N Y



R e e A

E A LB 2 82 8 8 2 -
1Y) 3 ) Y YT Y Y YY S YY Y Y Y Y Y Yy Yy vy
RN f/ JJJ%%JJ/:J:J,,}..;.. ........ \
JJJ ) : : T I I T T T T YT YT T T Y Y T YYOYTYT Y TDY
AL ! 0022220000 RRRRRRE
1YY ] BB RARRRRRRN LI \
) Y RN RN S S Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y e
3 TN YT YT Y YT Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yy
J4J4J414444...........
. ) 4J¢¢4444444..4,..... ......
. b A 3 JJ 1Y 444444J41444,1j4, ...........
2T YT YT Y Y Y YN Y NNy
.4 . j N JJJJJJJ444;4,.,.. .........
. SRR RRRRRRRRRRRER

Y Y Y Y Y Y Y YT Y Yy Yy vy
YT YT Y YY Y YYY YT Y Yy
R RR R R R RD
J4J44¢.4.......... .
RSB RRRRRRRRRRARRRAL

.JJJJ T I XTI YN Y N Y Y YYY Y Y

J.JJ/J;;;ztl‘,J,,,

T YT YT YY1 Yy vy
Y Y YT Y Y Y Yy Yy Yy vy vy
p 222222 RR R R R R ERRE
p oA R R R R R R R
2R R AR AR R R AR R R
JJJJJJJJ/.JJ. .........
PR SRARRARRRRERRE R R
Y NN YT Y YT Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yy

TY Y YT Y Y Y Y Y Y Y Y Yy vy vy
TS Y YT Y Y Y Y Yy Yy vy
YT YT YT Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yy Yy
1YY Y T T Y Y Y Y Y Y Y Y Yy Y
PR AR AR RAR AR R AR RARE

YYYHYYYYYY Y Y Y Yy vy
Y Y YYYYYYY Y Yy Yy
A AL AR AR R R R D AR R R R R R R R R R RN R R R R R R R RS 2T i JJJJJJ/.JJat‘-.,,.... Y

TYY Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yy
Y YY Y I Y YYYY Y Y
ATYY Y Y Y Y YN YY Yy

1\
.....~\~...............................
IR R AR R R R R R R R R 2 A A R R R WUNT AR AR R R R R R R R R R R R R R R R R R )

Il s A T R R R R R R R R R R R R R R ) 0
B R i AR R s s R NP R R R PR RN RN R RN R RN RN RN RN R R RIS
i = E R AAAAN B R R A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A )

YOO —

.....

I Y I T Y Y I YT Y Y YYY Y Y
RERREREREREREREERBR RS Y
..........444144
....... Y Y YNYNYNNYSS

........

......

Y NYYYYY Y 1Y Y YT Y YYYYYYYYSYSYS ' \ . p TYYYY
......... T I I I I I I YTOYY YT ! JJJJJJJJJJJ...
............. ...-JJJJJJJJ.VJJJJ JJJJJJJI
YT T T T Y T T T T YT T YT YT YT YT Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y YYS 1Y YYYIYY1YY
............. T T T YT YT YYYTYYYY™ YTII1T 21309
......... ....‘.4..444444JJJJJ JJJ4444444....

........... Yy v v Y Y Y Y S Y S S SN Y Y NS Y NS N N N Y Y Y Y'Y Y Y99 Y Y Y Y9 9 Y Y Y9 99 9 9 85595 5 Y Y Y Yy



..... B e e A F E A A LA L8 8 8 2
000000000 YT YT YT Y Y Y Y Y Y YYY YYY Y Y Y Yy Yy Yy vy
BRRARRRRRALN Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y s Y Y Y Y Yy y t
JJJJJJJ ) B 1) JJ4444444e YYNY Y Y NYY Y Y
DOD XYY Yy s RARRRRRRRERER

T YT YT YT YT YT YT Y Y YY Y Y
adddmf vy sy NN RN Y Y
JJ JJ .-4414144.144.4.4.4 4,,,; Y Y YN
d AT T YT YN YT YT YYYY Y Y Y Yy
T YT Y Y Y Y YYYYYSY
444444444..,.
YYIYYIYYYY TN NI Y Y Yy YN Y
) T TTYYTYTYTYTYTYY Y Yy
YT YT Y Y Y Y YT Y Y Y Y Y YTY Y Yy Y

J.JJJ.JJJJ/J;/ztl.‘//;
Y Y Y Y Y YT Y Y Y Y Yy vy A
SRR AR R RN R AR R RR R
AR RRRRRRRRRRR RN

ﬂ,:::.:f,_f
¥ YYYYSYYYYY Y Y Y Y

JJJJJJ/‘Jl......., '
T T Y YT Y Y Y Y Y Y Yy Yy Yy v
T Y YT Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yy
1) J4J44144‘,.,.,,,
..udJJJJJJa«a;..A. .......
T Y I YT YT T T I T I TYTYTYY vy
4.///41.“........,.

444414144. ..... \ B
PR RARRARR AR RARRD )
TYY Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yy vy

T YT Y Y Y Y Y Y Yy Yy
) r a2 RERE

Jﬂ“JJJJ;;Jal,.. ......
TN Y Y Y Y YTy Y Y Y Y Y Yy Yy
. Y

p 2222 RRRERRRERRRE
PR RRRRRR AR \

TI Iy
R R AR R LR = ) . Y5555 555 5575
AL R R AR AT AN A2 2 2 2 2 ) . Y e B R A AR R RN
T I I T YT YT YIY Y YY1
TYYYYYY Y Y Yy
T
dJ FTYYHYYYSYYSY Yy
J.JJ.JJ414144,,
TII I Ty Yy Yy
TITYIYI YNy Y Y
TYYTYY Y Y Y Yy Yy
TYI I I Y Y Y Yy
TN

JJJJJJJ«._J... ......
T I I T YT Y Y Y Y Yy Yy Yy
’4 1" JJJJJ;;;;«.zJ,,,,,
) ........‘sv«. LR

0 N
O e L Eem R A
()Y AN -
1YY ) ) I N N N R N N N N NN NN
1T S22 T rsrsrsonadptossnees »

anddl‘JJJ;J.
BRARRRARRRAN
TYYYYY Y™ Y

Y Y IYYYYYYS
LI L)
Y Y Y Y YYYYYYS

41111144444JJ
Y YT YTYTYYYYYYYSN

......

W)
'r. '.......
—

...... T Y YYYYYYH™ .
...... ..‘4.44444W“VU
.....-:'-I/I,JJ‘»J

I Y Y YT YT YT YT YYY Y 'Y
....... .‘4“14~AH444
....... Y Y Y Y Y YY)

......... vy iy iy iy Ny A AR AR
RERRRRRRRARARRRR AR AR R RS
VNN Y Y Y Y YN Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yy

.. LLL LAY
T I IINNNY Y
TYYYY Y)Y

ﬂﬁﬂﬂ YYYYI Y

® \ JJJJJJ J/JJJJJJ/JQQ ‘4, “.
TYY) /JJJJJ;«zJJIJ,
T Y Y Y Y Y Y Y Y YT Y Y Y Y




Conclusion

Applicative functors are delicate

Applicative & pure;sgenerative < 1mpure

Module:eguivalence:=typeregtinalence +:value equivalence

F-Ing modules allows fairly - elegant formalisation



Conclusion

Applicative functors are delicate

Applicative & pure;sgenerative < 1mpure

Module:eguivalence:=typeregtinalence +:value equivalence
F-Ing modules allows fairly - elegant formalisation

Gory. details in draft article:
Nt/ WWW.MPIESWS.0FQ/~fOSSberg/f-ing/
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Applicative semantics for
Functors Is aifficult!

Leroy Russo Shao Dreyer+
unrestricted 1st-
class modules 7 25 T o5
impure i 3
abstraction T T
safe module D 3 3 2
equivalence

no loss of type
equivalences

! Generative functors can be turned applicative after the fact
2 Though you have to try harder



Example

module Set = fun Elem : ORD = {
type elem = Elem.i
type set = list elem
val empty = |]
val add x s = case s of
=[x
|y 8" = if not (Elem.leg xy) then y :: add x s’
else iIf Elem.leq y x then s
else X i:'s
val mem x s = case s of
| ] = false
|y :s' = Elem.leq y x and (Elem.leg x y or mem x s')
} > SET where type elem = Elem.t



